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Neste trabalho desenvolvemse as expressoes contnuas de analise de sensibilidade em problemas elasticos
lineares Consideramse variaveis relacionadas a parametros discretos e de forma do problema estrutural
Aspectos da implementacao das classes em C		 sao discutidos Por 
m apresentamse exemplos de
otimizacao de espessura e forma em domnios bidimensionais como aplicacoes dos metodos descritos
DESIGN SENSITIVITY ANALYSIS EXPRESSIONS FOR ELASTIC PROBLEMS
Summary
In the present work continuum design sensitivity analysis expressions for linear elastic problems are devel
oped Discret parameters and shape variables of structural problems are considered Aspects of C		 classes





Um grande numero de problemas de otimizacao estrutural apresentam a seguinte forma
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sao os funcionais de restricao u e a solucao
da equacao de estado do problema estrutural p  
n
e o vetor das variaveis de projeto
Como se observa em 




sao implcitas nas variaveis de projeto pois
dependem da solucao u a qual por sua vez depende de p ou seja u  u  p A regiao
 do domnio onde todas as restricoes sao satisfeitas simultaneamente e chamada regiao
factvel ou de viabilidade ou seja
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sao altamente naolineares podendo envolver ainda
um grande numero de variaveis de projeto No entanto para resolver o problema 
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exigese apenas que as primeiras derivadas dos funcionais existam em todos os pontos de 
Resolver um problema de otimizacao signica determinar o ponto p

  no qual f tenha
valor mnimo Se p

existir denominase o mesmo como ponto de mnimo ponto otimo ou
projeto otimo no contexto de engenharia Este tipo de formulacao matematica do problema
de projeto permite que sejam introduzidos procedimentos sistematicos de analise e solucao
como e o caso dos metodos baseados em otimizacao


A escolha dos funcionais esta diretamente relacionada a atividade de sntese de uma
estrutura

 Em primeiro lugar estabelecese o objetivo funcional do projeto ou seja
denese o criterio de julgamento a ser aplicado as diversas solucoes possveis Em seguida
selecionase um conjunto de caractersticas da estrutura denindo claramente um projeto e
permitindo atingir seu objetivo funcional Tais caractersticas dependem do modelo fsico
matematico adotado para descrever a estrutura podendo envolver propriedades geometricas
e de materiais a forma da estrutura ou a combinacao de elementos construtivos Em
geral estas caractersticas sao representadas pelo vetor de variaveis p    
n
que ao
assumir valores numericos origina um projeto Por ultimo determinamse os requisitos
de performance que a estrutura deve cumprir constituindose em limitantes impostos ao
objetivo do projeto Projetos que cumprem seus requisitos sao denominados viaveis os
demais inviaveis
Observase que uma classe importante de algoritmos de otimizacao utiliza informacoes
de primeira ordem provenientes dos gradientes dos funcionais do problema

 Apesar
da existencia de metodos de otimizacao nao utilizando gradientes

 seu conhecimento
fornece informacoes bastante relevantes acerca da formulacao do problema de projeto como
a importancia relativa das variaveis e restricoes Alem disso permite informar sobre a
possibilidade e o grau de melhoria efetiva que pode ser imposta a uma determinada opcao
de projeto
O metodo de Pontos Interiores de Herskovits

consiste de um algoritmo de pontos
interiores para otimizacao naolinear sujeita a restricoes de igualdade e desigualdade Devido
a sua caracterstica de convergencia global com taxa superlinear

 alem de gerar uma
sequencia de pontos viaveis tem sido aplicado com sucesso em problemas estruturais
	

O algoritmo emprega uma tecnica iterativa de ponto xo na solucao direta do sistema de
equacoes e inequacoes naolineares obtidas das condicoes necessarias de otimalidade de
KarushKuhnTucker A cada iteracao determinase a direcao de busca resolvendo dois
sistemas lineares de mesma matriz nao ocorrendo solucao de subproblemas quadraticos
O decrescimo da funcao objetivo e a viabilidade e garantida atraves de uma busca linear
imprecisa que juntamente com a alta taxa de convergencia do algoritmo reduz o numero
de avaliacoes de funcionais e gradientes
Como na maioria dos casos os funcionais de performance dependem da solucao do prob
lema estrutural sao necessarios procedimentos especcos para calculo de gradientes Dentre
os diversos metodos disponveis





formulacoes discreta e contnua
No caso discreto determinamse as derivadas tomandose as equacoes dos meios
contnuos em sua forma discretizada No caso da formulacao contnua consideramse estas
equacoes em sua forma original deduzindose analiticamente as expressoes de sensibili
dade as quais sao entao discretizadas para o calculo numerico A formulacao contnua tem
como vantagens a obtencao do enunciado analtico das derivadas dos funcionais do prob
lema sem nenhuma discretizacao envolvida alem da independencia em relacao ao codigo
de analise estrutural Observase que a avaliacao das sensibilidades pode ser feita como
posprocessamento a partir da resposta usual de elementos nitos
O problema elastico linear pode ser colocado na seguinte forma variacional  determinar
o campo de deslocamentos u  V tal que
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bv dV v  V 
sendo B  

a regiao do espaco euclidiano pontual ocupado pela estrutura T  o tensor
de tensoes de Cauchy E  o tensor de deformacao innitesimal  o campo vetorial de
forcas de superfcie b o campo vetorial de forcas de corpo V e o espaco dos deslocamentos
cinematicamente admissveis Para um material isotropico linear os tensores T e E estao
relacionados atraves da lei de Hooke ou seja T 	 C  E sendo C o tensor de elasticidade
A expressao anterior assim como varios problemas de mecanica podem ser escritos de
forma resumida atraves da equacao de estado
a u v 	 l v v  V 
onde a   V  V 	  e a forma bilinear assumida neste caso como limitada e elptica
l  V 	  e a forma linear e limitada associada
Neste artigo consideramse dois tipos de variaveis de projeto no desenvolvimento de
expressoes de sensibilidade variaveis nao relacionadas a geometria do problema ou seja
parametros discretos da estrutura como espessuras em problemas de tensao plana pro
priedades de material etc variaveis de forma onde a geometria de B e a variavel do prob
lema De posse de procedimentos de calculo de gradientes apresentamse aplicacoes em
otimizacao estrutural utilizando o algoritmo de ponto interior de Herskovits

e o metodo








 indicados em 
 sao escolhidos como massa
tensao deslocamento ou energia de deformacao conforme descrito a seguir
Massa
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Denese a funcao de media m
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Considere um funcional de tensao G  T T 	 T u  x envolvendo o criterio de
falha relevante ao problema como por exemplo tensoes principais von Mises e Tresca Em






















Para uma discretizacao do domnio B em elementos nitos o domnio B
r
poderia ser
por exemplo coincidente com o elemento onde ocorre o valor maximo de G  T
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Deslocamento
Seja o funcional de deslocamento resultante nos pontos do domnio G u 	 ju  xj
Denese o funcional de deslocamento resultante num ponto como












as coordenadas do no onde o deslocamento deve ser controlado  x
k
poderia ser
por exemplo as coordenadas do no de deslocamento resultante maximo Podese denir












 xj   x x
k



































Consideramse inicialmente variaveis de projeto controlando apenas caractersticas dis
cretas do problema variacional  enquanto o domnio B permanece xo Neste caso
as formas a u v e l v dependem diretamente do vetor de variaveis p sendo indicadas
respectivamente como a
p
u v e l v
p
 A solucao u e um campo vetorial tal que u 	
u  xp Demonstrase


que as formas bilinear a u v e linear l v sao diferenciaveis com
respeito ao projeto p mantendose u xo Da mesma maneira u e ru sao diferenciaveis
com relacao a p Assim sendo  p uma variacao do projeto atual p temse
a
p
u v 	 Da
p


























l v   p 

u  xp 	 Du  xp  p 	 lim
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Um conjunto de funcionais de performance estrutural tais como volume deslocamentos
tensoes e energia de deformacao pode ser descrito pela forma geral
  p 	
Z
B
G uru p dV u 	 u  xp x  B 

sendo G um funcional continuamente diferenciavel com relacao aos seus argumentos e B
xo
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A seguinte derivada direcional e valida
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Como o domnio e xo podese passar a operacao de diferencia cao para dentro da
integral Portanto aplicandose a regra da cadeia


  p 	
Z
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Como em geral u e calculado numericamente os termos u e r u sao desconhecidos
Para determinalos podese empregar os metodos direto ou adjunto




















 da origem a um novo problema variacional de mesma forma bilinear 
cuja solucao e justamente a derivada u do campo de deslocamentos A partir dessa solucao
determinase r u obtendose entao

  p aplicando a expressao 

No metodo adjunto eliminase a dependencia direta de

  p em relacao a u e r u Para
isso introduzse um problema auxiliar o qual possui as mesmas restricoes em deslocamentos
do problema original mas e sujeito a um carregamento adjunto dependente do funcional
  p Observase que os dois primeiros termos em 
 constituemse numa forma linear
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Considerando a forma bilinear a  com variaveis adequadas podese escrever um novo
problema variacional correspondente a l
adj
 u ou seja
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Devido a simetria de a  e utilizando 
 e 
 temse que
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Substituindo a equacao anterior em 
 temse a expressao da derivada do funcional
  p
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Assim a determinacao de

  p depende apenas do estado adjunto  Para isso dene
se o seguinte problema variacional adjunto determinar o campo de deslocamentos  tal
que
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Das propriedades de diferenciabilidade assumidas para G o termo independente e um
funcional linear e contnuo Portanto garantese a existencia e a unicidade do estado adjunto




Dessa forma temse a seguinte expressao para a derivada parcial do funcional de perfor
mance  em relacao a um parametro p
k
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Estado plano de tensao
Nesta secao a formulacao anterior sera aplicada ao problema de tensao plana Para
isso consideramse as seguintes hipoteses desprezase a tensao normal ao plano contendo
o domnio B a espessura do corpo e pequena se comparada as demais dimensoes os
carregamentos nao dependem da coordenada normal a B
Logo a partir de  as formas bilinear a   e linear l  estarao dadas por
a u v 	
Z
B








e  x    v dL

 
onde e  x x  B  

e uma funcao escalar descrevendo a espessura do corpo os
deslocamentos dos pontos do corpo sao funcoes de suas coordenadas no plano ou seja







Na pratica a espessura e  x e aproximada por uma combinacao linear de funcoes de
forma sendo as constantes dessa combinacao as variaveis de projeto a serem otimizadas ou
seja
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Tais funcoes dividem o corpo em subregioes B
k
de espessura constante Assim os termos
em 
  podem ser reescritos como
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Dessa forma sendo  a solucao do problema adjunto a equacao 





























A seguir sao desenvolvidas as expressoes dos gradientes dos funcionais de massa tensao
e deslocamento para o problema de estado plano de tensao
Funcional de massa
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  x dA 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Observase que nao ha a necessidade de formular um problema adjunto pois este fun
cional e independente de u
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Funcional de tensao
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Neste caso aplicando 
 temse o seguinte problema adjunto do funcional 

 deter
minar o campo de deslocamentos adjunto  tal que
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Podese por exemplo escrever o funcional de tensao 

em relacao a tensao equivalente
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Atraves de 
 temse o seguinte problema adjunto do funcional 

 determinar o
campo de deslocamentos adjunto  tal que
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constituise no proprio carregamento
adjunto do no



















   G
u








   G
u














Variacao da geometria do domnio
Os corpos tem a propriedade fsica de ocuparem regioes no espaco euclidiano pontual E 
Apesar de nenhuma dessas regioes estar intrinsicamente associada ao corpo convencionase
adotar uma dessas regioes denotada por B como conguracao de referencia associando
os pontos do corpo com suas posicoes em B Assim o corpo B e formalmente uma regiao
regular do espaco euclidiano sendo os pontos x  B chamados pontos materiais Um
movimento X







 B   	 E














 B  e a regiao ocupada pelo corpo em   Para cada  xo X

 x
representa uma deformacao de B Logo um movimento e uma famlia uniparametrica
de deformacoes em funcao do parametro   Denese ainda a trajetoria T de um ponto
x  B como o conjunto de posicoes assumidas por x ao longo do movimento ou seja






   g
Como X

e um mapeamento injetor para todo   existe a transformacao inversa




 X    B






 X  x
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 x    	 x 
Logo dado  x

   T  x 	 X  x

  e o ponto material que ocupa o lugar x

em  
Qualquer campo associado com o movimento pode ser expresso em funcao do ponto
material e do tempo  descricao material ou como funcao da trajetoria  descricao espacial






  	   X  x

    Da mesma forma temse a descricao material !
m
do
campo espacial  x

 	 ! x

  como !
m
 x  	 !  X

 x   
Denese a derivada material no tempo de um campo espacial ! ou derivada total do






























! representa a derivada de ! em relacao ao tempo mantendo o ponto
material xo Dessa maneira para calcular

! tomase a descricao material !
m
 determina
se a derivada no tempo e retornase a descricao espacial
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Como a transformacao X

 x  e suave e contnua tomase a seguinte expansao na
vizinhanca de  	 
X

 x  	 X

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 O campo vetorial suave V  x e
denominado velocidade de mapeamento de projeto
Figura  Variacao do domnio B para B

A transformacao  ilustrada na Figura 
 e empregada para obter variacoes do domnio
B O novo domnio B














  x  B x















  x  	 B x





Pela sua denicao a transformacao X

  e tal que em cada conguracao B

 pode























e o espaco das solucoes cinematicamente admissveis para o domnio B

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e a solucao da equacao de estado do problema elastostatico linear no domnio
B

 A seguir sera adotada a seguinte notacao simplicada para o problema variacional 
nas conguracoes  	 B

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Como a cada  temse um problema variacional diferente sua solucao no domnio B

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  A partir de  temse a derivada material de
u
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Em  	 
u  x 	 u
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Assim observandose que u

m
  	 u

   X

  e aplicando a regra da cadeia o





















sendo F o gradiente material de X

 ou seja F 	 r X

	 I r V  x
Alem disso as seguintes relacoes sao validas




















Sensibilidade de funcionais denidos num domnio variavel
Considere um funcional 
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e a solucao do problema variacional 
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 e tomando uma expressao analoga a  com u
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Demonstrase que G Div V  V  r G 	 Div G V





Div G V dV 	
R
 B
G V  n dA sendo n o vetor normal unitario a 	 B
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As expressoes  e  sao equivalentes do ponto de vista analtico Na pratica porem
devese analisar se o metodo numerico utilizado para resolver a equacao de estado obtem
melhores resultados no contorno ou no domnio Atraves do metodo de elementos nitos
por exemplo sao obtidos resultados mais precisos no interior do domnio em comparacao
com os resultados do contorno Nesse caso optase por utilizar a expressao 

















envolve os termos das expressoes  e  em funcao do campo de velocidades
Novamente o enunciado da sensibilidade do funcional envolve os termos u e r u
Sensibilidade da equacao de estado
O estudo da sensibilidade da equacao de estado do problema fornece meios para empregar
o enunciado  visando determinar a sensibilidade do funcional  dada em  ou 
























A derivada material em relacao ao tempo e obtida por um procedimento analogo a 
Portanto
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Observando que v 	 v

 rv V 	  o espaco V nao depende de  e utilizando 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Assim como na secao anterior a equacao  tambem pode ser reescrita convertendo a
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Em qualquer uma das formas anteriores temse que
a u v
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 CA de Carvalho Silva e ML Bittencourt
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Devese observar que o parametro  nao tem signicado fsico tendo sido introduzido
somente para descrever matematicamente a variacao do domnio geometrico do problema
em torno da posicao original Assim podese armar que parametros fsicos do problema





 r b V 	 r b V pois b
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 Alem disso observase
que o termo









	  V pois as coordenadas dos
pontos da superfcie sao lineares em   Logo

l v envolve apenas termos relacionados a V
ou seja





Assumindo que o problema variacional  e satisfeito para   podese determinar u
atraves da relacao








De modo semelhante ao calculo da sensibilidade a variacao de parametros discretos a
formulacao de um problema adjunto permite eliminar a dependencia direta das equacoes
 e  em relacao a u e r u Da mesma forma introduzse um problema variacional
adjunto em  	  determinar  tal que
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ru
 rv dV v  V 
Este problema e identico ao problema adjunto 
 sendo  o estado adjunto Esse fato
e bastante vantajoso do ponto de vista da implementacao computacional para o calculo
simultaneo da sensibilidade a parametros e a forma



























 G Div V  G
ru
 rur V dV
ou seja
Este e o exemplo de carregamentos relacionados a pressao 	sempre normais a superfcie ou carregamentos
relacionados a fenomenos de atrito 	tangentes a superfcie
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Uma vez resolvido o problema adjunto  a expressao  permite obter a sensibilidade
do funcional  para uma variacao do domnio descrita pelo campo de velocidades V
Observase que o problema variacional  tem a mesma forma bilinear de  em torno
da conguracao de referencia  	 
Suponha que os pontos do contorno 	 B sejam especicados por um vetor posicao
x  p  

 onde p  
n
e o vetor com n variaveis de parametrizacao Uma vez que
o vetor p 
n
tenha sido denido as expressoes de analise de sensibilidade podem ser
expressas em termos de uma variacao  p Para isto considerase
p

	 p  p 
onde p

dene o contorno 	 B


O campo de velocidades no contorno e entao denido como


































x  p  p 
Cada coluna de r
p
x  p expressa a contribuicao de uma variavel de projeto no campo
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Considerando que o campo de velocidades tenha sido denido no interior do domnio
B respeitando as hipoteses de continuidade exigidas


 a sensibilidade dos funcionais de





   p
Nesse trabalho o campo de velocidades de velocidades e naonulo apenas em uma camada
da espessura de um elemento em torno do contorno parametrizado Tratase de uma opcao
bastante eciente ainda que nao seja a mais precisa tendo conduzido a resultados bastante
satisfatorios
	
 Observase que empregouse NURBS  NonUniform Rational BSplines
para a parametrizacao do contorno


 CA de Carvalho Silva e ML Bittencourt
A componente k do gradiente do funcional  em relacao as variaveis de projeto e obtida











































































































Gradiente dos funcionais de performance estrutural
As expressoes anteriores podem ser aplicadas a funcionais usuais de performance estru
tural como funcionais de massa energia de deformacao tensao e deslocamento
Funcional de massa
O seguinte funcional dene a massa do corpo B
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Funcionais de tensao e deslocamento
Estes funcionais dependem da solucao da equacao de estado do problema e sua sensi
bilidade pode ser obtida pelo metodo adjunto Para um dado funcional seu carregamento
adjunto e o mesmo tanto para problemas de otimizacao de parametros como de forma As
sim podem ser aplicadas as mesmas expresscoes de funcionais de tensao e deslocamento com
os seus respectivos carregamentos adjuntos determinados para a sensibilidade a parametros
Expressoes de analise de sensibilidade em problemas elasticos 
Funcional de energia de deformacao
A energia de deformacao do corpo B






























































A dependencia da expressao anterior em relacao a r u pode ser eliminada empregandose
as expressoes    e  Desta maneira evitase a necessidade de resolver o


















































O metodo de Pontos Interiores de Herskovits

consiste de um algoritmo de pontos interi
ores para otimizacao naolinear sujeita a restricoes de igualdade e desigualdade Devido a sua
caracterstica de convergencia global com taxa superlinear

 alem de gerar uma sequencia




ritmo emprega uma tecnica iterativa de ponto xo na solucao direta do sistema de equacoes e
inequacoes naolineares obtidas das condicoes necessarias de otimalidade de KarushKuhn
Tucker A cada iteracao determinase a direcao de busca resolvendo dois sistemas lineares
de mesma matriz nao ocorrendo solucao de subproblemas quadraticos O decrescimo da
funcao objetivo e a viabilidade e garantida atraves de uma busca linear imprecisa que jun





Os algoritmos de otimizacao e analise de sensibilidade foram implementados em C
utilizando recursos de programacao orientada por objetos


a partir de um conjunto de




O problema de otimizacao e caracterizado por uma intensa troca de informacoes entre
os modulos de analise avaliacao de funcionais#gradientes e otimizacao Desta maneira
tornase fundamental maximizar a eciencia na troca de dados entre estes modulos Nesse
sentido um objeto da classe implementando o metodo de elementos nitos foi declarado
como um dado da classe de gerenciamento de funcionais disponibilizando em memoria
todas as informacoes e metodos do modelo de elementos nitos
 CA de Carvalho Silva e ML Bittencourt
Os funcionais de performance foram implementados como classes derivadas de uma classe
base generica atraves do recurso de funcoes virtuais tornando o codigo independente do tipo
especco de funcional utilizado Assim os funcionais empregados numa analise sao denidos
apenas em tempo de execucao Alem disso novos tipos de funcionais podem ser includos
sem a necessidade de revisar nenhuma parte do programa Todos os procedimentos de
analise de sensibilidade sao denidos como funcoes internas das classes tornando a interface
de utilizacao bastante simples
Por ultimo o algoritmo de otimizacao e implementado como uma classe derivada da classe
de gerenciamento de funcionais herdando suas caractersticas e tendo acesso em memoria a
seus dados Essa construcao modular facilita a extensao e atualizacao dos codigos
Figura  Dimensoes e carregamento do disco
ESTUDO DE CASOS
Disco submetido a pressoes interna e externa
A Figura  ilustra um cilindro submetido a pressoes interna e externa A solucao











































E e  sao respectivamente o modulo de elasticidade e o coeciente de Poisson do




















































































valores numericos foram adotados








  	   r
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 cm Considerouse ainda u
a
	  cm como
valor maximo admissvel em deslocamento
Expressoes de analise de sensibilidade em problemas elasticos 	
O problema foi discretizado utilizando elementos lineares malhas 
 e  $ Figuras a
e b e quadraticos malhas  e  $ Figuras c e d empregando renamento adaptavel
atraves do estimador ZienckwieczZhu

Figura  Discomalhas de elementos 
nitos empregadas a Malha  elementos lineares b
Malha  elementos lineares com re
namento c Malha  elementos quadraticos
d Malha  elementos quadraticos com re
namento
A solucao analtica para o funcional de deslocamento resultante maximo e dada neste
caso pelo deslocamento do permetro interno do disco ou seja  	 u r
i
 	 u r 	 
Para o funcional  os valores obtidos analtica e numericamente sao mostrados na Tabela I
Podese observar nesses resultados que quanto mais adequada for a malha para a analise de
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Tabela I Solucao analtica e resultados numericos para o funcional p







Erro % Iteracoes Anal MEF Problemas adj
Analtico    & & & &
Malha 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
    
 
Malha   








Malha   
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Tabela II Espessuras otimas usando o deslocamento radial maximo como restricao
Considere agora o problema de minimizar a massa do disco com a restricao funcional
de se manter o deslocamento radial maximo menor ou igual a u
a
	   cm usando
uma espessura inicial p

	 
  cm A Tabela II apresenta os resultados para cada uma
das malhas utilizadas no exemplo anterior mostrando os valores da espessura otima p
nal
e os respectivos erros relativos a solucao analtica o numero de iteracoes do metodo de
Herskovits o numero de analises do modelo de elementos nitos e o numero de solucoes de
problemas adjuntos Em todos os casos foram obtidos resultados satisfatorios sendo que o
resultado mais preciso foi obtido com a malha de elementos quadraticos com renamento
 CA de Carvalho Silva e ML Bittencourt
malha  A Figura  mostra a evolucao da espessura e do volume do disco utilizando esta
ultima discretizacao



























Figura  Iteracoes de otimizacao da espessura do disco Malha  a Evolucao da espessura
do disco nas iteracoes b Evolucao do volume do disco nas iteracoes
Chapa com furo
Considere uma chapa quadrada com um furo central sujeita as condicoes mostradas na
Figura  e espessura de   cm As constantes de material sao

E 	  kN#cm

e  	  
enquanto as tracoes laterais sao F
x
	 
 kN#cm e F
y
	  kN#cm
Figura  Dimensoes cm e condicoes de contorno da chapa sobtracao com furo quadrado
Considerando a simetria do problema nas direcoes x e y apenas 
# da chapa e analisada
sendo que o lado do furo e modelado como uma NURBS de ordem  e  pontos de controle
como mostrado na Figura  Alem disso temse a parametrizacao do modelo em  variaveis
de forma correspondendo a coordenadas dos pontos de controle da curva NURBS nas direcoes
e nos intervalos indicados na mesma gura e na tabela abaixo
O algoritmo de Herskovits foi aplicado sendo necessarias 




 A evolucao do valor da funcao objetivo na sequencia das iteracoes e mostrada
Expressoes de analise de sensibilidade em problemas elasticos 

da Figura  As Figuras abcd ilustram respectivamente a geometria inicial as formas
alcancadas nas iteracoes  e  e a geometria nal
Figura  Parametrizacao do problema As setas indicam as variaveis do problema




















Figura  Energia de deformacao durante as iteracoes
Figura 	 Geometrias obtidas no processo de otimizacao a Projeto inicial b Segunda
iteracao c Quarta iteracao d Projeto 
nal
 CA de Carvalho Silva e ML Bittencourt
Componente mecanico
A Figura  mostra um componente mecanico modelado como um problema de tensao
plana A funcao objetivo e o volume do componente e as restricoes sao o deslocamento
maximo e os limites superior e inferior das variaveis de projeto
Figura 




    





O modelo foi parametrizado em 
 variaveis como mostrado na Figura 
 As variaveis
de forma de 
 a 
 sao coordenadas dos pontos de controle de curvas NURBS As linhas
tracejadas indicam a direcao e o intervalo de variacao limites superior e inferior de cada
variavel de forma O componente foi dividido em duas regioes subdomnios representados




mente as espessuras dos elementos das areas 
 e  O modelo foi discretizado com elementos
nitos triangulares quadraticos
Figura  Variaveis de projeto
O processo iterativo convergiu em 




nal e  
 cm

representando um decrescimo de  
% em relacao ao volume inicial













 mostram respectivamente o comportamento da funcao objetivo durante as iteracoes e
as geometrias inicial e nal


































































Figura  Formas inicial e 
nal a Projeto inicialespessuras area    cm area  
 cm b Projeto otimoespessuras area    cm area   cm




A melhoria efetiva no projeto das estruturas mostradas nos exemplos demonstram a
conabilidade das expressoes de sensibilidade desenvolvidas e de sua implementacao na
determinacao de gradientes de funcionais de performance estrutural permitindo aplicacoes
bastante satisfatorias em otimizacao de estruturas
Na otimizacao de espessura observase claramente que a melhoria na discretizacao do
problema analise adaptavel e elementos de maior grau conduz a resultados mais precisos
de sensibilidade e consequentemente de otimizacao Entretanto o erro na sensibilidade
permanece sempre maior que o erro no valor do funcional De fato o erro na sensibilidade
permanece como a maior parcela de erro durante a aplicacao de algoritmos de otimizacao
baseados em gradientes Como na otimizacao de forma esta relacao tambem se mantem
tornase necessario aplicar procedimentos de estimacao do erro na sensibilidade associado
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